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3
1 Введение
Прежде чем сформулировать рассматриваемую в данной работе задачу, введем сле-
дующие определения.
Всюду под выпуклым телом или просто телом мы будем иметь в виду компактное
выпуклое подмножество R𝑛 с непустой внутренностью. Обозначим через 𝒦𝑛 множество
всех выпуклых тел в пространстве R𝑛. Для любого выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 назовем
точку 𝑎(𝐾) ∈ 𝐾 афинно-инвариантной, если для любого невырожденного афинного
отображения 𝑇 : R𝑛 → R𝑛 выполнено равенство
𝑎(𝑇 (𝐾)) = 𝑇 (𝑎(𝐾)).
В 2011 году в работе [1] М. Мейер, К. Шютт и Э. М. Вернер предложили определить
меру ассиметрии для произвольного выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 и пары аффинно-инвари-
антных точек 𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾) ∈ 𝐾 как величину равную
𝑑(𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾)) = 0, если 𝑎1(𝐾) = 𝑎2(𝐾)
и
𝑑(𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾)) =
‖𝑎1(𝐾)− 𝑎2(𝐾)‖
vol1(𝑙 ∪𝐾) , если 𝑎1(𝐾) ̸= 𝑎2(𝐾),
где 𝑙 — прямая, проходящая через точки 𝑎1(𝐾) и 𝑎2(𝐾). Соответствующей мерой сим-
метрии называется отображение, заданное на множестве выпуклых тел 𝒦𝑛
𝐾 → 𝜙𝑎1,𝑎2(𝐾) = 1− 𝑑(𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾)).
Заметим, что величина 𝑑(𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾)) инвариантна относильно афинных преобразо-
ваний тела 𝐾 и принимает значения в промежутке от 0 до 1. Если выпулое тело 𝐾
центрально-симметрично, то для любых афинно-инвариантных точек 𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾) ∈ 𝐾
следует равенство 𝑑(𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾)) = 0. Но центрально-симметричные тела — не един-
ственные тела, обладающие таким свойством. Например, для симплекса мера ассимет-
рии будет также равна 0 для любой пары афинно-инвариантных точек.
Данная работа посвящена исследованию величины
max
𝐾∈𝒦𝑛
𝑑(𝑎1(𝐾), 𝑎2(𝐾)).
в зависимости от 𝑛 для некоторых пар известных афинно-инвариантных точек таких,
как центр масс 𝑔(𝐾) выпуклого тела 𝐾 и центры эллипсоидов Джона 𝑗(𝐾) и Левнера
𝑙(𝐾) (см. параграф опеределений и обозначений).
В статье [1] авторы рассматривали центр масс 𝑔(𝐾) и точку Сантало 𝑠(𝐾). Для
данной пары афинно-инвариантных точек и произвольного тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 они доказали
оценку
𝑑(𝑔(𝐾), 𝑠(𝐾)) 6 1− 2
𝑛 + 1
(1)
4
и построили пример последовательности выпуклых тел 𝐶𝑛 ∈ 𝒦𝑛+1, для которых значе-
ния меры ассиметрии 𝑑(𝑔(𝐶𝑛), 𝑠(𝐶𝑛)) отделены от нуля, а именно справедлива оценка
1
𝑒
√
𝑒𝜋 − 2√
𝑒𝜋 + 2
𝑒−1
6 lim
𝑛→∞
𝑑(𝑔(𝐶𝑛), 𝑠(𝐶𝑛)) 6
6 lim
𝑛→∞
𝑑(𝑔(𝐶𝑛), 𝑠(𝐶𝑛)) 6
1
𝑒
√
𝑒𝜋 − 1√
𝑒𝜋 + 1
𝑒−1
.
Еще один пример достаточно далеких афинно-инвариантных точек — пара центр эл-
липсоида Джона и центр эллипсоида Левнера. В этой же статье был приведен пример
такой последовательности выпуклых тел 𝐿𝑛 ∈ 𝒦𝑛+1, что выполненно соотношение
𝑑(𝑗(𝐿𝑛), 𝑙(𝐿𝑛)) −−−→
𝑛→∞
1
2
. (2)
В настоящей работе рассматриваются две пары афинно-инвариантных точек: первая
пара — центры эллипсоидов Джона 𝑗(𝐾) и Левнера 𝑙(𝐾), вторая — центр масс 𝑔(𝐾) и
центр эллипсоида Левнера. Рассуждениями схожими с доказательством формулы (1)
из работы [1], для произвольного выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 доказываются оценки
𝑑(𝑗(𝐾), 𝑙(𝐾)) 6 1− 2
𝑛 + 1
(3)
и
𝑑(𝑔(𝐾), 𝑙(𝐾)) 6 1− 2
𝑛 + 1
. (4)
В параграфе 7 будет предложена конструкция выпуклых тел 𝐺𝑛 ∈ 𝒦𝑛, для которых
оценка меры ассиметрии (3) точна по порядку, а именно
𝑑(𝑗(𝐺𝑛), 𝑙(𝐺𝑛)) = 1− 8
𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
при 𝑛→∞. Данный результат улучшает полученную в работе Мейера, Шютта и Вер-
нер [1] оценку (2).
Для второй изучаемой пары афинно-инвариантных точек мы построим пример вы-
пуклых тел 𝐹𝑛 ∈ 𝒦𝑛, для которых существуют такие абсолютные положительные кон-
станты 𝐶1 и 𝐶2, что справедлива двухсторонняя оценка
1− 𝐶1
𝑛
6 𝑑(𝑔(𝐹𝑛), 𝑙(𝐹𝑛)) 6 1− 𝐶2
𝑛
.
Таким образом, установлены асимптотически точные оценки для мер симметрии
2
𝑛 + 1
6 𝜙𝑗,𝑙 6 1 и
2
𝑛 + 1
6 𝜙𝑔,𝑙 6 1.
2 Определения и обозначения
Для любого вектора 𝑥 ∈ R𝑛 при 1 6 𝑘 6 𝑛 обозначим через 𝑥𝑘 его 𝑘-ую координату,
⟨𝑥, 𝑦⟩ = ∑︀𝑛𝑘=1 𝑥𝑘𝑦𝑘 — его скалярное произведение с вектором 𝑦 ∈ R𝑛 и соответствующую
евклидову норму вектора 𝑥 через ‖𝑥‖ = √︀⟨𝑥, 𝑥⟩.
5
Единичному вектору 𝜉 ∈ 𝑆𝑛−1 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ = 1} сопоставим его ортогональное
подпространство
𝜉⊥ = {𝑥 ∈ R𝑛 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ = 0}.
Заданным числу 𝑡 ∈ R, единичному вектору 𝜉 ∈ 𝑆𝑛−1 и выпуклому телу 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 соот-
ветствует (𝑛 − 1)-мерное сечение тела 𝐾, ортогональное направлению 𝜉 и проходящее
через точку 𝑡𝜉
𝐾(𝜉, 𝑡) = {𝑥 ∈ 𝐾 : ⟨𝑥, 𝜉⟩ = 𝑡} = 𝐾 ∩ 𝜉⊥.
Нас будут интересовать сечения ортогональные направлению 𝑒𝑛 = (0, . . . , 0, 1). Их мы
будем просто обозначать 𝐾(𝑡) = 𝐾(𝑒𝑛, 𝑡) и отождествлять с соответствующим (𝑛 − 1)-
мерным выпуклым телом в R𝑛−1.
Заведем следующие обозначения для конкретных выпуклых тел, которые нам пона-
добятся для будущих конструкций: 𝐵𝑛1 = {𝑥 ∈ R𝑛 :
∑︀𝑛
𝑘=1 |𝑥𝑘| 6 1} — 𝑛-мерный октаэдр,
𝐵𝑛2 = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ 6 1} — евклидов шар, 𝐵𝑛∞ = {𝑥 ∈ R𝑛 : max
𝑘
|𝑥𝑘| 6 1} — 𝑛-мерный
куб, и ∆𝑛 — 𝑛-мерный правильный симплекс, вписанный в шар 𝐵
𝑛
2 . Эллипсоидом будем
называть выпуклое тело ℰ ∈ 𝒦𝑛, являющееся образом шара 𝐵𝑛2 при афинном отобра-
жении. Обозначим через vol𝑛(𝐾) 𝑛-мерную Лебегову меру выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛.
𝜕𝐾 — граница выпуклого тела 𝐾.
Для заданных подмножеств 𝐴 и 𝐵 пространства R𝑛 назовем выпуклой оболочкой
множеств 𝐴 и 𝐵 множество
conv(𝐴,𝐵) = {𝜆𝑥 + (1− 𝜆)𝑦 : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵}.
Из определения следует, что если 𝐴 и 𝐵 — выпуклые тела, то их выпуклая оболочка
conv(𝐴,𝐵) также является выпуклым телом.
Хорошо известно (см., например [2, 3]), что для любого выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛
существуют единственные вписанный эллипсоид максимального объема 𝐽(𝐾) и опи-
санный эллипсоид 𝐿(𝐾) минимального объема, то есть эллипсоиды, являющиеся реше-
ниями соответствующих экстремальных задач
vol𝑛(𝐽(𝐾)) = maxℰ⊂𝐾
vol𝑛(ℰ),
vol𝑛(𝐿(𝐾)) = min
𝐾⊂ℰ
vol𝑛(ℰ),
где ℰ — эллипсоид. Говорят, что выпуклое тело в положении Джона, если его эллипсоид
Джона есть шар 𝐵𝑛2 . Центры эллипсоидов Джона 𝐽(𝐾) и Левнера 𝐿(𝐾), соответственно
𝑗(𝐾) и 𝑙(𝐾), являются афинно-инвариантными точками.
Еще одним примером афинно-инвариантных точек являются центр масс 𝑔(𝐾) и точ-
ка Сантало 𝑠(𝐾) выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 (см., например, [4, 5])
𝑔(𝐾) =
1
vol𝑛(𝐾)
∫︁
𝐾
𝑥 𝑑𝑥
и
vol𝑛
(︀
𝐾𝑠(𝐾)
)︀
= min
𝑥∈𝐾
vol𝑛(𝐾
𝑥),
6
где 𝐾𝑥 — поляра тела 𝐾 относительно точки 𝑥
𝐾𝑥 = {𝑦 ∈ R𝑛 : ⟨𝑧 − 𝑥, 𝑦⟩ 6 1 для всех 𝑧 ∈ 𝐾}.
В доказательствах нам понадобятся следующие известные факты из выпуклой гео-
метрии (см.,[6, глава 3] и [7, §7]): для произвольного выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 справед-
ливы включения
𝐽(𝐾)− 𝑗(𝐾) ⊂ 𝐾 − 𝑗(𝐾) ⊂ 𝑛(𝐽(𝐾)− 𝑗(𝐾)), (5)
1
𝑛
(𝐿(𝐾)− 𝑙(𝐾)) ⊂ 𝐾 − 𝑙(𝐾) ⊂ 𝐿(𝐾)− 𝑙(𝐾), (6)
𝐾 − 𝑔(𝐾) ⊂ 𝑛(𝑔(𝐾)−𝐾). (7)
Из теоремы Минковского (см., например, [8, §4.2] или [9, глава 6 §1]) известно, что
для заданных выпуклых тел 𝐾, 𝐿 ∈ 𝒦𝑛 и неотрицательных чисел 𝜆, 𝜇 > 0 объем тела
𝜆𝐾 + 𝜇𝐿 является многочленом степени 𝑛 от 𝜆 и 𝜇, то есть справедливо разложение
vol𝑛(𝜆𝐾 + 𝜇𝐿) =
𝑛∑︁
𝑘=0
𝐶𝑘𝑛𝜆
𝑛−𝑘𝜇𝑘𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐾,𝐿).
Коэффициенты 𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐾,𝐿) разложения называются смешанными объемамии и одно-
родны степени 𝑛− 𝑘 и 𝑘 по 𝐾 и 𝐿 соответственно.
Запись 𝑎 ≍ 𝑏 будет означать, что существуют такие положительные числа 𝑐1, 𝑐2 > 0,
для которых выполняется неравенство
𝑐1𝑎 6 𝑏 6 𝑐2𝑎.
3 Верхние оценки для мер ассиметрии
Лемма 3.1. Для произвольного выпуклого тела 𝐾 ∈ 𝒦𝑛 справедлива следующая оценка
для мер асимметрии, порожденных точками центров эллипсоидов Джона и Левнера
и точками центра масс и центра эллипсоида Левнера
𝑑(𝑗(𝐾), 𝑙(𝐾)) 6 1− 2
𝑛 + 1
и (8)
𝑑(𝑔(𝐾), 𝑙(𝐾)) 6 1− 2
𝑛 + 1
. (9)
Доказательство. Докажем оценку (8). Для простоты обозначений положим 𝑗 = 𝑗(𝐾)
и 𝑙 = 𝑙(𝐾). Пусть 𝐽 — эллипсоид Джона тела 𝐾. Пользуясь соотношением (5) получаем
цепочку включений
𝐾 − 𝑗 ⊂ 𝑛(𝐽 − 𝑗) ⊂ 𝑛(𝑗 − 𝐽) ⊂ 𝑛(𝑗 −𝐾)
и, следовательно,
𝐾 − 𝑗 ⊂ 𝑛(𝑗 −𝐾). (10)
7
Аналогично из (6) получается включение
𝐾 − 𝑙 ⊂ 𝑛(𝑙 −𝐾). (11)
Положим 𝑢 = 𝑙−𝑗‖𝑙−𝑗‖ . Справедливы следующие равенства
max
𝑥∈𝐾−𝑗
⟨𝑢, 𝑥⟩ = max
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩ − ⟨𝑢, 𝑗⟩
и
max
𝑥∈𝑛(𝑗−𝐾)
⟨𝑢, 𝑥⟩ = 𝑛⟨𝑢, 𝑗⟩+ 𝑛max
𝑥∈𝐾
⟨𝑢,−𝑥⟩ = 𝑛⟨𝑢, 𝑗⟩ − 𝑛min
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩.
Из включения (10) и двух предыдущих равенств следует неравенство
max
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩+ 𝑛min
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩ 6 (𝑛 + 1)⟨𝑢, 𝑗⟩. (12)
С другой стороны, из соотношений
min
𝑥∈𝐾−𝑙
⟨𝑢, 𝑥⟩ = min
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩ − ⟨𝑢, 𝑙⟩
и
min
𝑥∈𝑛(𝑙−𝐾)
⟨𝑢, 𝑥⟩ = 𝑛⟨𝑢, 𝑙⟩ − 𝑛max
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩
и включения (11) следует неравенство
min
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩+ 𝑛max
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩ > (𝑛 + 1)⟨𝑢, 𝑙⟩. (13)
Используя неравенства (12), (13) и определение 𝑢, получаем оценку
‖𝑙 − 𝑗‖ = ⟨𝑢, 𝑙 − 𝑗⟩ 6 𝑛− 1
𝑛 + 1
(︂
max
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩ −min
𝑥∈𝐾
⟨𝑢, 𝑥⟩
)︂
,
что эквивалентно (8).
При помощи включений (6) и (7) аналогично доказывается оценка для меры асси-
метрии пары точек центра масс и центра эллипсоида Левнера (9).
4 Афинно-инвариантные точки декартовых произведений
выпуклых тел
Для доказательства леммы 4.1 нам понадобится следующая теорема (формулировка
заимствована из [10]).
Теорема (Ф. Джон [11]). Пусть 𝐾 ⊂ R𝑛 — выпуклое тело.
Шар 𝐵𝑛2 является эллипсоидом Джона тогда и только тогда, когда 𝐵
𝑛
2 ⊂ 𝐾 и
существуют набор векторов {𝑢𝑖}𝑚𝑖=1 ⊂ 𝜕𝐾 ∩ 𝜕𝐵𝑛2 и положительные числа {𝑐𝑖}𝑚𝑖=1,
удовлетворяющие условиям
𝑚∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖𝑢𝑖 = 0
и
𝑚∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩2 = ‖𝑥‖2 для любого 𝑥 ∈ R𝑛.
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Шар 𝐵𝑛2 является эллипсоидом Левнера тогда и только тогда, когда 𝐾 ⊂ 𝐵𝑛2 и
существуют набор векторов {𝑣𝑖}𝑚𝑖=1 ⊂ 𝜕𝐾 ∩ 𝜕𝐵𝑛2 и положительные числа {𝑏𝑖}𝑚𝑖=1, удо-
влетворяющие условиям
𝑚∑︁
𝑖=1
𝑏𝑖𝑣𝑖 = 0,
и
𝑚∑︁
𝑖=1
𝑏𝑖⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩2 = ‖𝑥‖2 для любого 𝑥 ∈ R𝑛.
Лемма 4.1. Пусть 𝐷 ⊂ R𝑛 и 𝐾 ⊂ R𝑚 — выпуклые тела. Тогда точки центров масс
и эллипсоидов Джона и Левнера выпуклого тела 𝐷 × 𝐾 ⊂ R𝑛 × R𝑚 удовлетворяют
соотношениям
𝑔(𝐷 ×𝐾) = (𝑔(𝐷), 𝑔(𝐾)),
𝑗(𝐷 ×𝐾) = (𝑗(𝐷), 𝑗(𝐾)),
𝑙(𝐷 ×𝐾) = (𝑙(𝐷), 𝑙(𝐾)).
Доказательство. Равенство для центров масс следует из теоремы Фубини
𝑔(𝐷 ×𝐾) = 1
vol𝑛+𝑚(𝐷 ×𝐾)
∫︁
𝐷×𝐾
𝑧 𝑑𝑧 =
1
vol𝑛(𝐷) vol𝑚(𝐾)
∫︁
𝐷
∫︁
𝐾
(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦 𝑑𝑥 =
=
(︂
1
vol𝑛(𝐷) vol𝑚(𝐾)
∫︁
𝐷
∫︁
𝐾
𝑥 𝑑𝑥 𝑑𝑦,
1
vol𝑛(𝐷) vol𝑚(𝐾)
∫︁
𝐷
∫︁
𝐾
𝑦 𝑑𝑦 𝑑𝑥
)︂
=
=
(︂
1
vol𝑛(𝐷)
∫︁
𝐷
𝑥 𝑑𝑥,
1
vol𝑚(𝐾)
∫︁
𝐾
𝑦 𝑑𝑦
)︂
= (𝑔(𝐷), 𝑔(𝐾)).
Докажем утверждение для центра эллипсоида Джона тела 𝐷 ×𝐾.
Допустим, что тела 𝐷 и 𝐾 в положении Джона. Из теоремы 4 следует, что найдутся
такие наборы векторов {𝑢𝑖}𝑘𝑖=1 ⊂ 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝐵𝑛2 и {𝑤𝑗}𝑠𝑗=1 ⊂ 𝜕𝐾 ∩ 𝜕𝐵𝑚2 и положительные
числа {𝑐𝑖}𝑘𝑖=1 и {𝑑𝑗}𝑠𝑗=1, что выполняются тождества
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖𝑢𝑖 = 0 и
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩2 = ‖𝑥‖2 для любого 𝑥 ∈ R𝑛, (14)
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑑𝑗𝑤𝑗 = 0 и
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑑𝑗⟨𝑦, 𝑤𝑗⟩2 = ‖𝑦‖2 для любого 𝑦 ∈ R𝑚. (15)
Заметим, что справедливо включение 𝐵𝑛+𝑚2 ⊂ 𝐵𝑛2 ×𝐵𝑚2 ⊂ 𝐷×𝐾. Рассмотрим набор
векторов {(𝑢𝑖, 0)}𝑘𝑖=1 ∪ {(0, 𝑤𝑗)}𝑠𝑗=1 ⊂ 𝜕𝐷 × 𝜕𝐾 ⊂ 𝜕(𝐷 × 𝐾) и набор положительных
чиcел {𝑐𝑖}𝑘𝑖=1 ∪ {𝑑𝑗}𝑠𝑗=1. Из условий {𝑢𝑖}𝑘𝑖=1 ⊂ 𝜕𝐵𝑛2 и {𝑤𝑗}𝑠𝑗=1 ⊂ 𝜕𝐵𝑚2 следует, что набор
векторов {(𝑢𝑖, 0)}𝑘𝑖=1 ∪ {(0, 𝑤𝑗)}𝑠𝑗=1 содержится в 𝜕𝐵𝑛+𝑚2 . Используя тождества (14) и
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(15), получаем
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖(𝑢𝑖, 0) +
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑑𝑗(0, 𝑤𝑗) = 0
и
‖(𝑥, 𝑦)‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 =
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖⟨𝑥, 𝑢𝑖⟩2 +
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑑𝑗⟨𝑦, 𝑤𝑗⟩2 =
=
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑐𝑖⟨(𝑥, 𝑦), (𝑢𝑖, 0)⟩2 +
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑑𝑗⟨(𝑥, 𝑦), (0, 𝑤𝑗)⟩2,
для любых (𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛 × R𝑚.
Тем самым построенные наборы удовлетворяют всем необходимым условиям теоремы 4
и, следовательно, 𝐵𝑛+𝑚2 является эллипсоидом Джона для тела 𝐷×𝐾. Таким образом,
доказали равенства
𝑗(𝐷 ×𝐾) = (0, 0) = (𝑗(𝐷), 𝑗(𝐾)).
Пусть теперь тела 𝐷 и 𝐾 произвольные, а 𝐴1 : R𝑛 → R𝑛 и 𝐴2 : R𝑚 → R𝑚 — соответ-
ствующие афинные преобразования, переводящие тела 𝐷 и 𝐾 в положение Джона. По
доказанному, для центров эллипсоидов Джона справедливо равенство
𝑗(𝐴1𝐷 × 𝐴2𝐾) = (𝑗(𝐴1𝐷), 𝑗(𝐴2𝐾)).
Пусть 𝐴1 × 𝐴2 : R𝑛 × R𝑚 — афинное преобразование, определенное формулой
(𝐴1 × 𝐴2)(𝑥, 𝑦) = (𝐴1𝑥,𝐴2𝑦) для любого (𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛 × R𝑚.
Применяя обратное преобразование для 𝐴1 × 𝐴2 к телу 𝐴1𝐷 × 𝐴2𝐾 получаем
𝑗(𝐷 ×𝐾) = (𝐴1 × 𝐴2)−1((𝐴1 × 𝐴2)𝑗(𝐷 ×𝐾)) = (𝐴1 × 𝐴2)−1𝑗(𝐴1𝐷 × 𝐴2𝐾) =
= (𝐴1 × 𝐴2)−1(𝑗(𝐴1𝐷), 𝑗(𝐴2𝐾)) = (𝐴−11 𝑗(𝐴1𝐷), 𝐴−12 𝑗(𝐴2𝐾)) = (𝑗(𝐷), 𝑗(𝐾)).
Перейдем к доказательству утверждения для центра эллипсоида Левнера выпукло-
го тела 𝐷 × 𝐾. Докажем это утверждение, когда эллипсоиды Левнера тел 𝐷 и 𝐾 —
соответветственно шары 𝐵𝑛2 и 𝐵
𝑚
2 . Тогда по теореме 4 существуют наборы векторов
{𝑣𝑖}𝑘𝑖=1 ⊂ 𝜕𝐷 ∩ 𝜕𝐵𝑛2 и {𝑧𝑗}𝑠𝑗=1 ⊂ 𝜕𝐾 ∩ 𝜕𝐵𝑚2 и положительные числа {𝑎𝑖}𝑘𝑖=1 и {𝑏𝑗}𝑠𝑗=1
такие, что выполняются тождества
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖𝑣𝑖 = 0 и
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩2 = ‖𝑥‖2 для любого 𝑥 ∈ R𝑛, (16)
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗𝑧𝑗 = 0 и
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗⟨𝑦, 𝑧𝑗⟩2 = ‖𝑦‖2 для любого 𝑦 ∈ R𝑚. (17)
Рассмотрим набор векторов {(𝑣𝑖, 𝑧𝑗)}𝑘,𝑠𝑖=1,𝑗=1 ⊂ 𝜕𝐷 × 𝜕𝐾 ⊂ 𝜕(𝐷 × 𝐾) и набор по-
ложительных чисел {𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗}𝑘,𝑠𝑖=1,𝑗=1, где 𝜆 — положительное число, значение которого
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определим ниже. Пользуясь тождествами (16) и (17), получаем
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗(𝑣𝑖, 𝑧𝑗) = 𝜆
(︃
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖𝑣𝑖,
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗𝑧𝑗
)︃
= 0
и
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗⟨(𝑥, 𝑦), (𝑣𝑖, 𝑧𝑗)⟩2 = 𝜆
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑎𝑖𝑏𝑗
(︀⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩2 + 2⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩⟨𝑦, 𝑧𝑗⟩+ ⟨𝑦, 𝑧𝑗⟩2)︀ =
= 𝜆
(︃
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩2 + 2
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗⟨𝑦, 𝑧𝑗⟩
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖⟨𝑥, 𝑣𝑖⟩+
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗⟨𝑦, 𝑧𝑗⟩2
)︃
=
= 𝜆
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗‖𝑥‖2 + 𝜆
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖‖𝑦‖2
для любых (𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛 × R𝑚.
Рассмотрим (𝑛 + 𝑚)-мерный эллипсоид
ℰ =
{︃
(𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛 × R𝑚 : 𝜆‖𝑥‖2
(︃
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗
)︃
+ 𝜆‖𝑦‖2
(︃
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖
)︃
6 1
}︃
,
где 𝜆 выберем так, чтобы 𝜕𝐵𝑛2 × 𝜕𝐵𝑚2 ⊂ 𝜕ℰ , а именно
𝜆 =
1∑︀𝑠
𝑗=1 𝑏𝑗 +
∑︀𝑘
𝑖=1 𝑎𝑖
.
Тогда (𝑣𝑖, 𝑧𝑗) ∈ 𝜕ℰ при 1 6 𝑖 6 𝑘 и 1 6 𝑗 6 𝑠 и имеется включение 𝐷×𝐾 ⊂ 𝐵𝑛2 ×𝐵𝑚2 ⊂ ℰ .
Обозначим через 𝑇 линейный оператор, определенный следующим образом
𝑇 : R𝑛 × R𝑚 → R𝑛 × R𝑚,
𝑇 (𝑥, 𝑦) =
⎛⎝ 𝑥√︁
𝜆
∑︀𝑠
𝑗=1 𝑏𝑗
,
𝑦√︁
𝜆
∑︀𝑘
𝑖=1 𝑎𝑖
⎞⎠
при любых (𝑥, 𝑦) ∈ R𝑛 × R𝑚.
Проверим, что шар 𝐵𝑛+𝑚2 является эллипсоидом Левнера для тела 𝑇 (𝐷 × 𝐾). Из
определения оператора 𝑇 следует включение
𝑇 (𝐷 ×𝐾) ⊂ 𝑇 (ℰ) = 𝐵𝑛+𝑚2
и справедливость для любых 1 6 𝑖 6 𝑘, 1 6 𝑗 6 𝑠 соотношений
𝑇 (𝑣𝑖, 𝑧𝑗) ∈ 𝑇 (𝜕(𝐷 ×𝐾)) = 𝜕𝑇 (𝐷 ×𝐾).
Воспользовавшись линейностью и самосопряженностью оператора 𝑇 получаем
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗𝑇 (𝑣𝑖, 𝑧𝑗) = 𝑇
(︃
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗(𝑣𝑖, 𝑧𝑗)
)︃
= 0
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и𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗⟨(𝑥, 𝑦), 𝑇 (𝑣𝑖, 𝑧𝑗)⟩2 =
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑠∑︁
𝑗=1
𝜆𝑎𝑖𝑏𝑗⟨𝑇 (𝑥, 𝑦), (𝑣𝑖, 𝑧𝑗)⟩2 =
= 𝜆
𝑠∑︁
𝑗=1
𝑏𝑗
1
𝜆
∑︀𝑠
𝑗=1 𝑏𝑗
‖𝑥‖2 + 𝜆
𝑘∑︁
𝑖=1
𝑎𝑖
1
𝜆
∑︀𝑘
𝑖=1 𝑎𝑖
‖𝑦‖2 = ‖(𝑥, 𝑦)‖2.
Тем самым показали, что для тела 𝑇 (𝐷 × 𝐾) и шара 𝐵𝑛+𝑚2 выполнены условия
теоремы 4. Отсюда 𝐵𝑛+𝑚2 — эллипсоид Левнера для тела 𝑇 (𝐷 ×𝐾). Так как эллипсо-
иды Левнера инвариантны относительно аффинных преобразований, ℰ = 𝑇−1𝐵𝑛+𝑚2 —
эллипсоид Левнера для 𝐷 ×𝐾 и, следовательно, справедливо равенство
𝑗(𝐷 ×𝐾) = (0, 0) = (𝑗(𝐷), 𝑗(𝐾)).
Доказательство утверждения для произвольных выпуклых тел 𝐷 и 𝐾 аналогично
соответствующей части доказательства утверждения для центров эллипсоидов Джона.
5 Две вспомогательные конструкции для центров эллипсоидов
Джона и Левнера
В данном параграфе будут рассмотрены выпуклые тела 𝐺𝑛, 𝑁𝑛 ∈ 𝒦𝑛 со следующими
свойствами: центр эллипсоида Джона выпуклого тела 𝐺𝑛 близок к его границе, а центр
элиипсоида Левнера, наоборот, от границы данного тела отделен; центры эллипсоидов
Джона и Левнера выпуклого тела 𝑁𝑛 обладают противоположным свойством.
В качестве выпуклых тел 𝐺𝑛 будем использовать следующую конструкцию.
Лемма 5.1 (M. Meyer, C. Schu¨tt, E. M. Werner [1]). Обозначим через 𝐺𝑛 (𝑛+1)-мерное
тело определенное равенством 𝐺𝑛 = conv((𝐵
𝑛
2 , 0), (∆𝑛, 1)). Тогда центры эллипсоидов
Левнера и Джона имеют вид
𝑙(𝐺𝑛) =
(︂
0, . . . , 0,
1
2
)︂
и (18)
𝑗(𝐺𝑛) = (0, . . . , 𝑗
𝑛+1(𝐺𝑛)), (19)
где 𝑗𝑛+1(𝐺𝑛) =
1
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
.
Для построения выпуклых тел 𝑁𝑛 нам понадобится следующая лемма.
Лемма 5.2 (M. Meyer, C. Schu¨tt, E. M. Werner [1]). Пусть для какого-то положи-
тельного числа 𝛼 > 0 шар 𝛼𝐵𝑛2 является эллипсоидом Джона (соответственно эл-
липсоидом Левнера) выпуклого тела 𝐾 ∈ R𝑛. Тогда для любых 𝑠, 𝑡 > 0 эллипсоидом
Джона (соответственно эллипсоидом Левнера) выпуклого тела 𝑠𝐾 + 𝑡𝐵𝑛2 будет шар
(𝑠𝛼 + 𝑡)𝐵𝑛2 .
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Лемма 5.3. Рассмотрим следующее (𝑛 + 1)-мерное выпуклое тело
𝑁𝑛 = conv
(︂
(∆𝑛, 0),
(︂
1
𝑛
𝐵𝑛2 , 1
)︂)︂
.
Тогда центры эллипсоидов Джона и Левнера имеют вид
𝑗(𝑁𝑛) =
(︂
0, . . . , 0,
1
2
)︂
и (20)
𝑙(𝑁𝑛) =
(︀
0, . . . , 0, 𝑙𝑛+1(𝑁𝑛)
)︀
, (21)
где 𝑙𝑛+1(𝑁𝑛) =
1
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
.
Доказательство. Сперва докажем утверждение для центра эллипсоида Джона 𝑗(𝑁𝑛).
В дальнейшем, будем обозначать этот эллипсоид через 𝐽 .
Заметим, что выпуклые тела 𝑁𝑛 инвариантны относительно нетривиального пово-
рота вокруг оси, направленной вдоль вектора 𝑒𝑛 = (0, . . . , 0, 1). Следовательно, в силу
единственности, центр эллипсоида Джона лежит на этой оси, а сам эллипсоид предста-
вим в виде
ℰ𝑎,𝑏,𝑐 =
{︂
(𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛+1 = R𝑛 × R : ‖𝑥‖
2
𝑎2
+
(𝑡− 𝑐)2
𝑏2
6 1
}︂
(22)
для некоторых 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 и 𝑐 ∈ [0; 1].
При 𝑡 ∈ [0, 1] по лемме 5.2 эллипсоид Джона для сечений 𝑁𝑛(𝑡) = (1− 𝑡)∆𝑛 + 𝑡 1𝑛𝐵𝑛2
равен ((1 − 𝑡) 1
𝑛
+ 𝑡 1
𝑛
)𝐵𝑛2 . Отсюда, в силу представления (22), следуют включения для
сечений 𝐽(𝑡) ⊂ 1
𝑛
𝐵𝑛2 . Таким образом, получаем необходимое условие для параметров
𝑎, 𝑏, 𝑐: при всех 𝑡 ∈ [0; 1] выполняются неравенства
𝑎
√︂
1− (𝑡− 𝑐)
2
𝑏2
6 1
𝑛
. (23)
Так как эллипсоид Джона имеет наибольший объем, при каком-то 𝑡 ∈ [0; 1] в получен-
ном неравенстве (23) должно быть равенство. Очевидно, оно достигается в точке 𝑡 = 𝑐.
Отсюда получаем, что для эллипсоида 𝐽 в представлении (22) 𝑎 = 1
𝑛
. Из того, что эл-
липсоид Джона вписан в 𝑁𝑛, следуют условия 𝑐 ∈ [0; 1] и 𝑏 ∈ [0; min(𝑐, 1− 𝑐)]. Осталось
заметить, что объем эллипсоида ℰ 1
𝑛
,𝑏,𝑐 равен
vol𝑛+1
(︁
ℰ 1
𝑛
,𝑏,𝑐
)︁
= 𝑏
1
𝑛𝑛
vol𝑛+1
(︀
𝐵𝑛+12
)︀
.
Ясно, что при 𝑐 ∈ [0; 1] и 𝑏 ∈ [0; min(𝑐, 1 − 𝑐)] это выражение принимает максимальное
значение в точке 𝑏 = 𝑐 = 1
2
.
По построению эллипсоида ℰ 1
𝑛
, 1
2
, 1
2
справедливо неравенсво
vol𝑛+1(𝐽) 6 vol𝑛+1
(︁
ℰ 1
𝑛
, 1
2
, 1
2
)︁
.
С другой стороны, эллипсоид ℰ 1
𝑛
, 1
2
, 1
2
содержится в выпуклом теле 𝑁𝑛, поскольку
ℰ 1
𝑛
, 1
2
, 1
2
⊂
(︂
1
𝑛
𝐵𝑛2
)︂
× [0; 1] ⊂ 𝑁𝑛.
Следовательно, в силу единственности эллипсоида Джона, 𝐽 = ℰ 1
𝑛
, 1
2
, 1
2
и 𝑗𝑛+1(𝑁𝑛) =
1
2
.
Тем самым мы получили представление (20) для центра эллипсоида Джона.
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Перейдем к доказательству утверждения про центр эллипсоида Левнера 𝐿 выпук-
лого тела 𝑁𝑛. По аналогичным причинам, как в случае эллипсоида Джона, эллипсоид
Левнера имеет вид (22), а его центр лежит на прямой, направленной вдоль вектора 𝑒𝑛+1.
Из определения эллипсоида Левнера 𝐿 выпуклого тела 𝑁𝑛 следуют включения для
соответствующих сечений 𝑁𝑛(𝑡) = (1− 𝑡)∆𝑛 + 𝑡 1𝑛𝐵𝑛2 ⊂ 𝐿(𝑡) при 𝑡 ∈ [0; 1]. С другой сто-
роны, для любого эллипсоида ℰ𝑎,𝑏,𝑐 из включений 𝑁𝑛(0) ⊂ ℰ𝑎,𝑏,𝑐(0) и 𝑁𝑛(1) ⊂ ℰ𝑎,𝑏,𝑐(1), в
силу выпуклости тела 𝑁𝑛, получаются включения 𝑁𝑛(𝑡) = (1 − 𝑡)∆𝑛 + 𝑡 1𝑛𝐵𝑛2 ⊂ ℰ𝑎,𝑏,𝑐(𝑡)
при 𝑡 ∈ [0; 1]. Из минимальности объема эллипсоида Левнера 𝐿 следует непустота пе-
ресечений 𝜕𝐿(0) ∩ 𝜕𝑁𝑛(0) и 𝜕𝐿(1) ∩ 𝜕𝑁𝑛(1). Отсюда получаем следующие два условия
на 𝑎, 𝑏 и 𝑐
1
𝑛2
= 𝑎2
(︂
1− (1− 𝑐)
2
𝑏2
)︂
и
1 = 𝑎2
(︂
1− 𝑐
2
𝑏2
)︂
.
Решая систему из этих двух уравнений относительно 𝑎 и 𝑏 получаем соотношения
𝑏2 =
(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2 − 2𝑐 + 1
1− 1
𝑛2
и
𝑎2 =
(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2 − 2𝑐 + 1
1− 2𝑐 .
Также из положительности их левых частей следует ограничение
𝑐 <
1
2
.
Теперь пользуясь минимальностью объема эллипсоида Левнера будем искать значение
𝑙𝑛+1(𝑁𝑛), как решение задачи минимизации квадрата функции объема
𝑓(𝑐) = vol2𝑛+1(ℰ𝑎,𝑏,𝑐) = 𝑏2𝑎2𝑛 vol2𝑛+1(𝐵𝑛+12 ) =
=
(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2 − 2𝑐 + 1
1− 1
𝑛2
(︃(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2 − 2𝑐 + 1
1− 2𝑐
)︃𝑛
vol2𝑛+1(𝐵
𝑛+1
2 )
при 𝑐 ∈ (︀0; 1
2
)︀
.
Найдем точки экстремума с помощью производной
𝑓 ′(𝑐) =
vol2𝑛+1(𝐵
𝑛+1
2 )
1− 1
𝑛2
(︀(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2 − 2𝑐 + 1)︀𝑛
(1− 2𝑐)𝑛 ·
·
(︃
(𝑛 + 1)
(︂
2𝑐
(︂
1− 1
𝑛
2
)︂
− 2
)︂
+
2𝑛
(︀(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2 − 2𝑐 + 1)︀
(1− 2𝑐)
)︃
= 0.
Поскольку многочлен
(︀
1− 1
𝑛2
)︀
𝑐2− 2𝑐+ 1 строго положителен при 𝑐 ∈ (0; 1
2
), достаточно
рассмотреть корни многочлена
(𝑛 + 1)
(︂(︂
1− 1
𝑛2
)︂
𝑐− 1
)︂
(1− 2𝑐) + 𝑛
(︂(︂
1− 1
𝑛2
)︂
𝑐2 − 2𝑐 + 1
)︂
= 0.
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Приведением подобных слагаемыемых получаем
(𝑛2 − 1)(𝑛 + 2)
𝑛2
𝑐2 − 𝑛
3 + 3𝑛2 − 𝑛 + 1
𝑛2
𝑐 + 1 = 0.
Последнее уравнение имеет два корня:
𝛼1 =
𝑛3 + 3𝑛2 − 𝑛− 1 +√︀(𝑛3 + 3𝑛2 − 𝑛− 1)2 − 4𝑛2(𝑛2 − 1)(𝑛 + 2)
2(𝑛2 − 1)(𝑛 + 2) ,
𝛼2 =
𝑛3 + 3𝑛2 − 𝑛− 1−√︀(𝑛3 + 3𝑛2 − 𝑛− 1)2 − 4𝑛2(𝑛2 − 1)(𝑛 + 2)
2(𝑛2 − 1)(𝑛 + 2) .
Корень 𝛼1 нам не подходит, так как он выходит из области определения 𝑐 ∈ (0; 12) при
достаточно больших 𝑛
𝛼1 =
1 + 3
𝑛
− 1
𝑛2
− 1
𝑛3
+
√︁
1 + 2
𝑛
− 15
𝑛2
− 4
𝑛3
+ 3
𝑛4
+ 2
𝑛5
+ 1
𝑛6
2(1− 1
𝑛2
)(1 + 2
𝑛
)
−−−→
𝑛→∞
1.
Поскольку для любого выпуклого тела существует единственный эллипсоид Левнера, а
𝛼2 — единственный возможный центр такого эллипсоида, получаем 𝑙𝑛+1(𝑁𝑛) = 𝛼2. Для
завершения доказательства посчитаем асимптотику 𝑙𝑛+1(𝑁𝑛)
𝑙𝑛+1(𝑁𝑛) = 𝛼2 =
1 + 3
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀−√︁1 + 2
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
2(1− 1
𝑛2
)(1 + 2
𝑛
)
=
=
1
2
(︂
1 +
3
𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
− 1− 1
𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂)︂
=
1
𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
.
6 Две вспоготалеьные конструкции для центров масс и
эллипсоида Левнера
Как и для пары точек центров элиипсоидов Джона и Левнера, нам понадобятся две
вспомогаетльные конструкции. Рассмотрим выпуклые тела 𝐻𝑛 ∈ 𝒦𝑛+1 и 𝑃𝑛 ∈ 𝒦𝑛+1,
определенные следующим образом
𝐻𝑛 = conv
(︂
(𝐵𝑛2 , 0) ,
(︂
1√
𝑛
𝐵𝑛∞, 1
)︂)︂
(24)
и
𝑃𝑛 = conv
(︃(︃
𝐵𝑛1
vol𝑛 (𝐵𝑛1 )
1
𝑛
, 0
)︃
,
(︂
1
2
𝐵𝑛∞, 1
)︂)︃
. (25)
Заметим, что в силу наличия нетривиального поворота вокруг оси, направленной
вдоль вектора 𝑒𝑛+1 = (0, . . . , 0, 1), центры масс и центры эллипсоида Левнера тел 𝐻𝑛 и
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𝑃𝑛 имеют вид
𝑔(𝐻𝑛) = (0, . . . , 0, 𝑔
𝑛+1(𝐻𝑛)), (26)
𝑙(𝐻𝑛) = (0, . . . , 0, 𝑙
𝑛+1(𝐻𝑛)) (27)
и
𝑔(𝑃𝑛) = (0, . . . , 0, 𝑔
𝑛+1(𝑃𝑛)), (28)
𝑙(𝑃𝑛) = (0, . . . , 0, 𝑙
𝑛+1(𝑃𝑛)), (29)
где 𝑔𝑛+1(𝐻𝑛), 𝑔
𝑛+1(𝐻𝑛), 𝑙
𝑛+1(𝑃𝑛), 𝑙
𝑛+1(𝑃𝑛) — это (𝑛 + 1)-ые коодинаты соответствующих
точек.
Для вычисления центров масс данной конструкции нам понадобится следующая
лемма, выражающая их через смешанные объемы.
Лемма 6.1 (M. Meyer, C. Schu¨tt, E. M. Werner [1]). Пусть 𝐾,𝐿 ∈ 𝒦𝑛 — выпуклые тела,
𝑐 > 0 — положительное число и 𝑀𝑛 = conv ((𝐾, 0) , (𝐿, 𝑐)) . Тогда (𝑛+1)-ая координата
точки центра масс 𝑔𝑛+1(𝑀𝑛) тела 𝑀𝑛 вычисляется по формуле
𝑔𝑛+1(𝑀𝑛) =
𝑐
𝑛 + 2
∑︀𝑛
𝑘=0(𝑘 + 1)𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐾,𝐿)∑︀𝑛
𝑘=0 𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐾,𝐿)
. (30)
Воспользуемся следующим утверждением, чтобы посчитать значения смешанных
объемов 𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐵𝑛2 , 𝐵
𝑛
∞).
Лемма 6.2 (A. Pajor [12, теорема 1.10], [13, теорема 6]). Для любого выпуклого тела
𝐾 ∈ 𝒦𝑛 смешанные объемы 𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐵𝑛2 , 𝐵𝑛∞) удовлетворяют равенству
𝑉𝑛−𝑘,𝑘(𝐾,𝐵𝑛∞) =
2𝑘
𝐶𝑘𝑛
(︃ ∑︁
𝐼⊂{1,...,𝑛}
|𝐼|=𝑛−𝑘
vol𝑛 𝑃
𝐼𝐾
)︃
,
где для подмножества 𝐼 ⊂ {1, . . . , 𝑛}, |𝐼| = 𝑛 − 𝑘, через 𝑃 𝐼 обозначается проектор
пространства R𝑛 на (𝑛− 𝑘)-мерное подпространство R𝐼
В нашем случае 𝑃 𝐼𝐵𝑛1 = 𝐵
𝑛−𝑘
1 и 𝑃
𝐼𝐵𝑛2 = 𝐵
𝑛−𝑘
2 для любого 𝐼 ⊂ {1, . . . , 𝑛}, |𝐼| = 𝑛− 𝑘.
Следовательно 𝑉𝑛−𝑘,𝑘 (𝐵1𝑛, 𝐵
𝑛
∞) = 2
𝑘 vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘1 ) и 𝑉𝑛−𝑘,𝑘 (𝐵
2
𝑛, 𝐵
𝑛
∞) = 2
𝑘 vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘2 ).
Пользуясь однородностью смешанных объемов получаем, что для любого натурально-
го 𝑘, 0 6 𝑘 6 𝑛, имеют место равенства
𝑉𝑛−𝑘,𝑘
(︂
𝐵1𝑛
vol𝑛(𝐵𝑛1 )
,
𝐵𝑛∞
2
)︂
=
vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘1 )
vol𝑛(𝐵𝑛1 )
𝑛−𝑘
𝑛
(31)
и
𝑉𝑛−𝑘,𝑘
(︂
𝐵2𝑛,
1√
𝑛
𝐵𝑛∞
)︂
=
(︂
2√
𝑛
)︂𝑘
vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘2 ). (32)
Объем 𝑛-мерного октаэдра 𝐵𝑛1 равен (см., например, [6, глава 1])
vol𝑛(𝐵
𝑛
1 ) =
2𝑛
Γ(1 + 𝑛)
=
2𝑛
𝑛!
≍
(︂
2𝑒
𝑛
)︂𝑛
1√
𝑛
. (33)
16
Для объема 𝑛-мерного евклидова шара нам понадобится следующая асимптотика
vol𝑛(𝐵
𝑛
2 ) =
𝜋
𝑛
2
Γ
(︀
1 + 𝑛
2
)︀ ≍ (2𝑒𝜋)𝑛2
𝑛
𝑛+1
2
, при 𝑛 > 1
и (34)
vol0(𝐵
0
2) = 1.
Теперь мы готовы доказать следующие две леммы.
Лемма 6.3. Пусть 𝐻𝑛 ∈ 𝒦𝑛+1 — выпуклые тела, определенные в (24). Тогда центры
эллипсоидов Левнера имеют вид
𝑙(𝐻𝑛) =
(︂
0, . . . , 0,
1
2
)︂
,
а центры масс тел 𝐻𝑛 равны
𝑔(𝐻𝑛) = (0, . . . , 0, 𝑔
𝑛+1(𝐻𝑛)),
где 𝑔𝑛+1(𝐻𝑛) ≍ 1𝑛 .
Доказательство. В начале этого параграфа мы уже отметили, что имеют место пред-
ставления (26) и (27).
Покажем, что 𝑙𝑛+1(𝐻𝑛) =
1
2
. Пусть 𝐿 — эллипсоид Левнера тела 𝐻𝑛. В силу един-
ственности, эллипсоид Левнера тела 𝐻𝑛 имеет вид
𝐿 =
{︂
(𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛 × R : ‖𝑥‖
2
𝑎2
+
(𝑡− 𝑙𝑛+1(𝐻𝑛))2
𝑏2
6 1
}︂
,
где 𝑎 и 𝑏 — некоторые положительные числа зависящие от 𝑛. Заметим, что при 𝑡 ∈ [0; 1]
сечения 𝐿(𝑡) = {𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿} эллипсоида 𝐿 — 𝑛-мерные евклидовы шары с неко-
торым коэффициентом растяжения. Так как эллипсоид Левнера для 𝐵𝑛∞ равен
√
𝑛𝐵𝑛2 ,
эллипсоид Левнера для 1√
𝑛
𝐵𝑛∞ — это шар 𝐵
𝑛
2 . Пользуясь минимальностью эллипсоидов
Левнера для тел 𝐵2𝑛 и
1√
𝑛
𝐵𝑛∞, получаем включения 𝐵
𝑛
2 ⊂ 𝐿(0) и 𝐵𝑛2 ⊂ 𝐿(1). Следова-
тельно, справедливы включения
𝐻𝑛 = conv
(︂
(𝐵𝑛2 , 0) ,
(︂
1√
𝑛
𝐵𝑛∞, 1
)︂)︂
⊂ conv ((𝐵𝑛2 , 0) , (𝐵𝑛2 , 1)) ⊂ 𝐿.
Из минимимальности элипсоида Левнера 𝐿 следует, что 𝐿 — также элипсоид Левнера и
для выпуклого тела conv ((𝐵𝑛2 , 0) , (𝐵
𝑛
2 , 1)). Так как тело conv ((𝐵
𝑛
2 , 0) , (𝐵
𝑛
2 , 1)) централь-
но-симметрично относительно точки (0, . . . , 0, 1
2
), оно имеет единственную афинно-инва-
риантную точку — это (0, . . . , 0, 1
2
), и следовательно, эта точка совпадает с центром
эллипсоида 𝐿. Отсюда 𝑙𝑛+1(𝐻𝑛) =
1
2
.
Перейдем к доказательству утверждения об асимптотике 𝑔𝑛+1(𝐻𝑛). Из формулы (30)
очевидна оценка снизу:
1
𝑛 + 2
6 1
𝑛 + 2
∑︀𝑛
𝑘=0(𝑘 + 1)𝑉𝑛−𝑘,𝑘
(︀
𝐵2𝑛,
1√
𝑛
𝐵𝑛∞
)︀∑︀𝑛
𝑘=0 𝑉𝑛−𝑘,𝑘
(︀
𝐵2𝑛,
1√
𝑛
𝐵𝑛∞
)︀ = 𝑔𝑛+1(𝐻𝑛).
17
Для оценки сверху воспользуемся соотношением (32) и асимптотикой (34)∑︀𝑛
𝑘=0(𝑘 + 1)𝑉𝑛−𝑘,𝑘
(︀
𝐵2𝑛,
1√
𝑛
𝐵𝑛∞
)︀∑︀𝑛
𝑘=0 𝑉𝑛−𝑘,𝑘
(︀
𝐵2𝑛,
1√
𝑛
𝐵𝑛∞
)︀ = ∑︀𝑛𝑘=0(𝑘 + 1)(︀ 2√𝑛)︀𝑘 vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘2 )∑︀𝑛
𝑘=0
(︀
2√
𝑛
)︀𝑘
vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘2 )
≍
≍
∑︀𝑛−1
𝑘=0(𝑘 + 1)
(︀
2√
𝑛
)︀𝑘
(2𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + (𝑛 + 1)(︀ 2√
𝑛
)︀𝑛∑︀𝑛−1
𝑘=0
(︀
2√
𝑛
)︀𝑘
(2𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + (︀ 2√
𝑛
)︀𝑛 =
=
∑︀𝑛−1
𝑘=0(𝑘 + 1)2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + (𝑛 + 1)2𝑛𝑛−𝑛2∑︀𝑛−1
𝑘=0 2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + 2𝑛𝑛−𝑛2
.
(35)
Чтобы при 0 6 𝑘 < 𝑛 оценить 𝑘-ое слагаемое суммы в числителе последней дроби
через первое — 2
𝑛
2 (𝑒𝜋)
𝑛
2 𝑛−
𝑛+1
2 , рассмотрим следующее отношение
2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12
2
𝑛
2 (𝑒𝜋)
𝑛
2 𝑛−
𝑛+1
2
= 2
𝑘
2 (𝑒𝜋)−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 𝑛𝑛−𝑘+12 .
Логарифмируя последнее выражение и используя неравенство ln(1 +𝑥) 6 𝑥 справедли-
вое при 𝑥 > 0, получаем
𝑘
2
ln 2− 𝑘
2
ln(𝑒𝜋)− 𝑛− 𝑘 + 1
2
ln(𝑛− 𝑘) + 𝑛− 𝑘 + 1
2
ln𝑛 =
=
𝑘
2
(ln 2− ln𝜋 − 1) + 𝑛− 𝑘
2
ln
(︂
1 +
𝑘
𝑛− 𝑘
)︂
+
1
2
ln
(︂
1 +
𝑘
𝑛− 𝑘
)︂
6
6 𝑘
2
(ln 2− ln𝜋 − 1) + 𝑘
2
+
1
2
ln (1 + 𝑘) =
𝑘
2
(ln 2− ln𝜋) + 1
2
ln(1 + 𝑘).
Отсюда следует оценка для 𝑘-го слагаемого суммы при 𝑘 < 𝑛
2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 6 𝑒( 𝑘2 (ln 2−ln𝜋)+ 12 ln(1+𝑘))2𝑛2 (𝑒𝜋)𝑛2 𝑛−𝑛+12 . (36)
Также заметим, что последнее слагаемое суммы в числителе последней дроби (35) удо-
влетворяет неравенству
(𝑛 + 1)2𝑛𝑛−
𝑛
2 6 2𝑛2 (𝑒𝜋)𝑛2 𝑛−𝑛+12 . (37)
Используя сделанные наблюдения (36) и (37), оценим сумму
𝑛−1∑︁
𝑘=0
(𝑘 + 1)2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + (𝑛 + 1)2𝑛𝑛−𝑛2 6
6
(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=1
(𝑘 + 1)
3
2 𝑒
𝑘
2
(ln 2−ln𝜋) + 2
)︃
2
𝑛
2 (𝑒𝜋)
𝑛
2 𝑛−
𝑛+1
2 .
В силу строгого возрастания логарифма, величина ln 2 − ln𝜋 отрицательна. Следова-
тельно, в скобках записана частичная сумма сходящегося ряда, которая оценивается
константой ∞∑︁
𝑘=1
(𝑘 + 1)
3
2 𝑒
𝑘
2
(ln 2−ln𝜋) + 2 = 𝐶 <∞.
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Вернемся к оценке сверху (𝑛 + 1)-ой координаты центра масс 𝑔(𝐻𝑛)
𝑔𝑛+1(𝐻𝑛) ≍ 1
𝑛 + 2
∑︀𝑛−1
𝑘=0(𝑘 + 1)2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + (𝑛 + 1)2𝑛𝑛−𝑛2∑︀𝑛−1
𝑘=0 2
𝑛+𝑘
2 (𝑒𝜋)
𝑛−𝑘
2 𝑛−
𝑘
2 (𝑛− 𝑘)−𝑛−𝑘+12 + 2𝑛𝑛−𝑛2
.
Оценивая числитель через константу 𝐶2
𝑛
2 (𝑒𝜋)
𝑛
2 𝑛−
𝑛+1
2 , а знаменатель — слагаемым при
𝑘 = 0, получаем
𝑔𝑛+1(𝐻𝑛) 6
1
𝑛 + 2
𝐶2
𝑛
2 (𝑒𝜋)
𝑛
2 𝑛−
𝑛+1
2
2
𝑛
2 (𝑒𝜋)
𝑛
2 𝑛−
𝑛+1
2
=
𝐶
𝑛 + 2
.
Лемма 6.4. Пусть 𝑃𝑛 ∈ 𝒦𝑛+1 — выпуклые тела, определенные в (25). Тогда центры
эллипсоидов Левнера и цетры масс имеют вид
𝑙(𝑃𝑛) =
(︀
0, . . . , 0, 𝑙𝑛+1(𝑃𝑛)
)︀
и
𝑔(𝑃𝑛) = (0, . . . , 0, 𝑔
𝑛+1(𝑃𝑛)),
где 𝑙𝑛+1(𝑃𝑛) =
1
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
и 𝑔𝑛+1(𝑃𝑛) = 1− 1𝑒 − ln𝑛2𝑒𝑛 − 1𝑛
(︁
1 + 2
𝑒
− ln(2𝜋)
2𝑒
)︁
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
.
Доказательство. В силу наблюдений (28) и (29), достаточно доказать утверждения
про соответствующие (𝑛 + 1)-ые координаты точек.
Пусть 𝐿 — эллипсоид Левнера для выпуклого тела 𝑃𝑛. Из единственности эллипсо-
ида Левнера следует, что он имеет вид
ℰ𝑎,𝑏,𝑐 =
{︂
(𝑥, 𝑡) ∈ R𝑛+1 = R𝑛 × R : ‖𝑥‖
2
𝑎2
+
(𝑡− 𝑐)2
𝑏2
6 1
}︂
(38)
для некоторых 𝑎 > 0, 𝑏 > 0 и 𝑐 ∈ [0; 1].
Обозначим через 𝑟𝑛 величину
1
vol𝑛(𝐵𝑛1 )
1
𝑛
. Из двухсторонней оценки (33) следует асимп-
тотика 𝑟𝑛 ∼
𝑛→∞
2𝑒
𝑛
. Заметим, что эллипсоиды Левнера для тел 𝑟𝑛𝐵
𝑛
1 и
𝐵𝑛∞
2
соответственно
равны 𝑟𝑛𝐵
𝑛
2 и
√
𝑛𝐵𝑛2
2
, а сечения 𝐿(𝑡) = {𝑥 ∈ R𝑛 : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿} эллипсоида 𝐿 — 𝑛-мерные
евклидовы шары с некоторым коэффициентом растяжения. Аналогичными рассужде-
ниями, как в лемме 5.3, получаются равенства 𝐿(0) = 𝑟𝑛𝐵
𝑛
2 и 𝐿(1) =
√
𝑛𝐵𝑛2
2
и следующие
условия на переменные 𝑎, 𝑏 и 𝑐
𝑟2𝑛 = 𝑎
2
(︂
1− 𝑐
2
𝑏2
)︂
и
𝑛
4
= 𝑎2
(︂
1− (1− 𝑐)
2
𝑏2
)︂
.
Решая систему из этих двух уравнений относительно 𝑎 и 𝑏 получаем необходимые со-
отношения
𝑏2 =
𝑟2𝑛(1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2
𝑟2𝑛 − 𝑛4
и
𝑎2 =
𝑟2𝑛 (1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2
1− 2𝑐 .
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Из положительности левых частей следует необходимое условие 0 < 𝑐 < 1
2
.
Будем искать значение 𝑙𝑛+1(𝑃𝑛), как точку минимума функции квадрата объема
𝑓(𝑐) = vol2𝑛+1(ℰ𝑎,𝑏,𝑐) = 𝑏2𝑎2𝑛 vol2𝑛+1(𝐵𝑛+12 ) =
=
𝑟2𝑛(1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2
𝑟2𝑛 − 𝑛4
(︃
𝑟2𝑛 (1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2
1− 2𝑐
)︃𝑛
vol2𝑛+1(𝐵
𝑛+1
2 )
при 𝑐 ∈ (︀0; 1
2
)︀
.
Найдем точки экстремума
𝑓 ′(𝑐) =
vol2𝑛+1(𝐵
𝑛+1
2 )
𝑟2𝑛 − 𝑛4
(︃
𝑟2𝑛 (1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2
1− 2𝑐
)︃𝑛
·
·
(︃
(𝑛 + 1)
(︁
2
(︁
𝑟2𝑛 −
𝑛
4
)︁
𝑐− 2𝑟2𝑛
)︁
+ 2𝑛
𝑟2𝑛 (1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2
1− 2𝑐
)︃
= 0,
Заметим, что при 𝑛 таких, что 𝑛
4
< 𝑟2𝑛 ∼
𝑛→∞
𝑛2
4𝑒2
, многочлен 𝑟2𝑛 (1− 𝑐)2 − 𝑛4 𝑐2 всюду
положителен при 𝑐 ∈ (0, 1
2
):(︁
𝑟2𝑛 −
𝑛
4
)︁
𝑐2 + 𝑟2𝑛(1− 2𝑐) > 𝑟2𝑛(1− 2𝑐) > 0.
Следовательно, достаточно рассматривать корни уравнения
(𝑛 + 1)
(︁(︁
𝑟2𝑛 −
𝑛
4
)︁
𝑐− 2𝑟2𝑛
)︁
(1− 2𝑐) + 𝑛
(︁
𝑟2𝑛(1− 𝑐)2 −
𝑛
4
𝑐2
)︁
= 0.
Приведением подобных слагаемыемых получаем
(𝑛 + 2)
(︁
𝑟2𝑛 −
𝑛
4
)︁
𝑐2 −
(︁
(𝑛 + 3)𝑟2𝑛 − (𝑛 + 1)
𝑛
4
)︁
𝑐 + 𝑟2𝑛 = 0.
Данный многочлен имеет два корня:
𝛽1𝑛 =
(𝑛 + 3)𝑟2𝑛 − (𝑛 + 1)𝑛4 +
√︁(︀
(𝑛 + 3)𝑟2𝑛 − (𝑛 + 1)𝑛4
)︀2 − 4(𝑛 + 2)(︀𝑟2𝑛 − 𝑛4 )︀𝑟2𝑛
2(𝑛 + 2)
(︀
𝑟2𝑛 − 𝑛4
)︀ ,
𝛽2𝑛 =
(𝑛 + 3)𝑟2𝑛 − (𝑛 + 1)𝑛4 −
√︁(︀
(𝑛 + 3)𝑟2𝑛 − (𝑛 + 1)𝑛4
)︀2 − 4(𝑛 + 2)(︀𝑟2𝑛 − 𝑛4 )︀𝑟2𝑛
2(𝑛 + 2)
(︀
𝑟2𝑛 − 𝑛4
)︀ .
Так как справедлива асимптотика 𝑟𝑛 ∼
𝑛→∞
𝑛
2𝑒
, при достаточно больших 𝑛 корень 𝛽1𝑛
не лежит в интервале (0; 1
2
)
𝛽1𝑛 =
1 + 3
𝑛
− 𝑛
4𝑟2𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
+
√︁
1 + 6
𝑛
− 𝑛
2𝑟2𝑛
− 4
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
2
(︀
1 + 2
𝑛
)︀(︀
1− 𝑛
4𝑟2𝑛
)︀ −−−→
𝑛→∞
1.
Так как корень 𝛽2𝑛 — единственный кандидат, удовлетворяющий необходимым условиям,
получаем 𝑙𝑛+1(𝑃𝑛) = 𝛽
2
𝑛. Посчитаем ассимптотику для 𝑙
𝑛+1(𝑃𝑛)
𝑙𝑛+1(𝑃𝑛) =
1 + 3
𝑛
− 𝑛
4𝑟2𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀−√︁1 + 2
𝑛
− 𝑛
2𝑟2𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀
2
(︀
1 + 2
𝑛
)︀(︀
1− 𝑛
4𝑟2𝑛
)︀ =
=
1
𝑛
+ 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀(︀
1 + 2
𝑛
)︀(︀
1− 𝑛
4𝑟2𝑛
)︀ = 1
𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
.
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Перейдем к доказательству утверждения про (𝑛 + 1)-ую координату точки 𝑔(𝑃𝑛).
Используя формулу (30) для тела 𝑃𝑛 и соотношения (31) и (33), получаем равенства
𝑔𝑛+1(𝑃𝑛) =
1
𝑛 + 2
𝑛∑︁
𝑘=0
(𝑘 + 1)
vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘1 )
vol𝑛(𝐵𝑛1 )
𝑛−𝑘
𝑛
𝑛∑︁
𝑘=0
vol𝑛−𝑘(𝐵𝑛−𝑘1 )
vol𝑛(𝐵𝑛1 )
𝑛−𝑘
𝑛
=
1
𝑛 + 2
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘 + 1
𝑛!
𝑘
𝑛 (𝑛− 𝑘)!
𝑛∑︁
𝑘=0
1
𝑛!
𝑘
𝑛 (𝑛− 𝑘)!
=
=
1
𝑛 + 2
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛− 𝑘 + 1
𝑛!
𝑛−𝑘
𝑛 𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
1
𝑛!
𝑛−𝑘
𝑛 𝑘!
=
𝑛 + 1
𝑛 + 2
− 1
𝑛 + 2
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
.
Поэтому достаточно доказать асимптотику
1
𝑛 + 2
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
=
1
𝑒
+
ln𝑛
2𝑒𝑛
+
ln(2𝜋)
2𝑒𝑛
− 2
𝑛𝑒
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
.
Заметим, что для любого 𝑥 ∈ R справедливы равенства
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘𝑥𝑘
𝑘!
=
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘𝑥𝑘
𝑘(𝑘 − 1)! = 𝑥
𝑛∑︁
𝑘=1
𝑥𝑘−1
(𝑘 − 1)! = 𝑥
𝑛−1∑︁
𝑘=0
𝑥𝑘
𝑘!
.
Подставим 𝑥 = 𝑛!
1
𝑛 и разделим обе части на
∑︀𝑛
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
=
𝑛!
1
𝑛
𝑛−1∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
= 𝑛!
1
𝑛
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1− 1𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
Используя формулу Стирлинга (см., например [14])
𝑛! =
√
2𝜋𝑛
(︁𝑛
𝑒
)︁𝑛
(1 + 𝑜(1))
и следующее неравенство
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
> 𝑛!
2
𝑛
2
∼
𝑛→∞
𝑛2
2𝑒2
, (39)
считаем асимптотику
1
𝑛 + 2
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑘
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
=
𝑛!
1
𝑛
𝑛 + 2
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1− 1𝑛∑︁
𝑘=0
𝑛!
𝑘
𝑛
𝑘!
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =
=
𝑛
𝑒
(︂
1
𝑛
− 2
𝑛2
+ 𝑜
(︂
1
𝑛2
)︂)︂
exp
(︂
ln(2𝜋𝑛)
2𝑛
+
1
𝑛
ln(1 + 𝑜(1))
)︂(︂
1 + 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂)︂
=
=
1
𝑒
+
ln𝑛
2𝑒𝑛
+
ln(2𝜋)
2𝑒𝑛
− 2
𝑒𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
.
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7 Асимптотическая точность верхних оценок для мер
ассиметрии
Лемма 7.1. Для двух различных внутренних точек (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ [0; 1]× [0; 1] обо-
значим через 𝑠 прямую, проходящую через эти точки. Тогда справедлива формула
‖(𝑥1, 𝑦1)− (𝑥2, 𝑦2)‖
vol1(𝑠 ∩ [0; 1]× [0; 1]) =
|𝑥2 − 𝑥1| |𝑦2 − 𝑦1|
|𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| .
Доказательство. Подставим точки (𝑥1, 𝑦1) и (𝑥2, 𝑦2) в уравнение 𝑦 = 𝑘1𝑥+ 𝑘2 прямой 𝑠
𝑦1 = 𝑘1𝑥
1 + 𝑘2 и 𝑦
2 = 𝑘1𝑥
2 + 𝑘2.
Решая систему из этих двух уравнений, находим коэффициенты 𝑘1 и 𝑘2:
𝑘1 =
𝑦1 − 𝑦2
𝑥1 − 𝑥2 и 𝑘2 =
𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2
𝑥1 − 𝑥2 .
Отсюда длина пересечения прямой 𝑠 с квадратом [0; 1]× [0; 1] равна
vol1(𝑠 ∩ [0; 1]× [0; 1]) =
√︃
𝑘22 +
(︂
𝑘2
𝑘1
)︂2
=
|𝑥1𝑦2 − 𝑦1𝑥2|
|𝑥1 − 𝑥2| |𝑦1 − 𝑦2|
√︀
(𝑥1 − 𝑥2)2 + (𝑦1 − 𝑦2)2.
Следовательно, получаем равенство
‖(𝑥1, 𝑦1)− (𝑥2, 𝑦2)‖
vol1(𝑠 ∩ [0; 1]× [0; 1]) =
|𝑥2 − 𝑥1| |𝑦2 − 𝑦1|
|𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| .
Теорема 7.1. Существует последовательность выпуклых тел 𝑀𝑛 ∈ 𝒦𝑛, для которой
𝑑(𝑗(𝑀𝑛), 𝑙(𝑀𝑛)) = 1− 8
𝑛
+ 𝑜
(︂
1
𝑛
)︂
.
То есть верхняя оценка (8) асимптотически точна.
Доказательство. Докажем утверждение для 𝑛 = 2𝑘. Рассмотрим следующие 2𝑘-мерные
выпуклые тела
𝑀2𝑘 = 𝐺𝑘−1 ×𝑁𝑘−1,
где тела 𝐺𝑘−1 и 𝑁𝑘−1 определены в леммах 5.1 и 5.3. Воспользовавшись леммой 4.1 для
тел 𝑀2𝑘 и результатами лемм 5.1 и 5.3, получаем представления для центров эллипсо-
идов Джона и Левнера
𝑗(𝑀2𝑘) = (𝑗(𝐺𝑘−1), 𝑗(𝑁𝑘−1)) =
(︁
0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координата
𝑗𝑘, 0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координата
1
2
)︁
,
𝑙(𝑀2𝑘) = (𝑙(𝐺𝑘−1), 𝑙(𝑁𝑘−1)) =
(︁
0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координата
1
2
, 0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координата
𝑙2𝑘
)︁
,
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где 𝑗𝑘 = 1
𝑘
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
и 𝑙2𝑘 = 1
𝑘
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
.
Обозначим через 𝑠 прямую проходящую через точки 𝑗(𝑀2𝑘) и 𝑙(𝑀2𝑘). Заметим, что в
силу полученных представлений для 𝑗(𝑀2𝑘) и 𝑙(𝑀2𝑘), достаточно искать длину пересече-
ния прямой 𝑠 с телом𝑀2𝑘 в плоскости {0} × . . .× {0}⏟  ⏞  
𝑘 − 1 сомножитель
×R×{0} × . . .× {0}⏟  ⏞  
𝑘 − 1 сомножитель
×R. Пересече-
ние этой плоскости с телом 𝑀𝑛 имеет вид {0} × . . .× {0}⏟  ⏞  
𝑘 − 1 сомножитель
×[0; 1]×{0} × . . .× {0}⏟  ⏞  
𝑘 − 1 сомножитель
×[0; 1].
Применяя лемму 7.1 к точкам (𝑗𝑘, 1
2
) и (1
2
, 𝑙2𝑘), при достаточно больших 𝑛 получаем
равенства
𝑑(𝑗(𝑀2𝑘), 𝑙(𝑀2𝑘)) =
‖𝑗(𝑀2𝑘)− 𝑙(𝑀2𝑘)‖
vol1(𝑠 ∩𝑀2𝑘) =
|𝑗𝑘 − 1
2
| |𝑙2𝑘 − 1
2
|
|1
4
− 𝑙2𝑘𝑗𝑘| =
=
(1− 2
𝑘
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
)(1− 2
𝑘
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
)
1 + 𝑜
(︀
1
𝑛
)︀ = 1− 4
𝑘
+ 𝑜
(︂
1
𝑘
)︂
.
Для случая 𝑛 = 2𝑘 + 1 доказательство утверждения аналогично при помощи кон-
струкции
𝑀2𝑘+1 = 𝐺𝑘−1 ×𝑁𝑘.
Теорема 7.2. Существуют последовательность выпуклых тел 𝐹𝑛 ∈ 𝒦𝑛, и такие
положительные константы 𝐶1 и 𝐶2, что выполняется оценка
1− 𝐶1
𝑛
6 𝑑(𝑔(𝐹𝑛), 𝑙(𝐹𝑛)) 6 1− 𝐶2
𝑛
.
То есть верхняя оценка (9) асимптотически точна.
Доказательство. Докажем утверждение для четных 𝑛 = 2𝑘. Рассмотрим следующие
2𝑘-мерные выпуклые тела
𝐻2𝑘 = 𝐺𝑘−1 × 𝑃𝑘−1,
где тела 𝐻𝑘−1 и 𝑃𝑘−1 соответственно определенные равенствами (24) и (25). Используя
лемму 4.1 для тел 𝐹2𝑘 и результы лемм 6.3 и 6.4 получаем представления для центров
масс и эллипсоида Левнера
𝑔(𝐹2𝑘) = (𝑔(𝐻𝑘−1), 𝑔(𝑃𝑘−1)) =
(︁
0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координат
𝑔𝑘, 0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координат
𝑔2𝑘
)︁
,
𝑙(𝐹2𝑘) = (𝑙(𝐻𝑘−1), 𝑙(𝑃𝑘−1)) =
(︁
0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координат
1
2
, 0, 0, 0, . . . , 0,⏟  ⏞  
𝑘 − 1 координат
𝑙2𝑘
)︁
,
где 𝑔𝑘 ≍ 1
𝑘
, 𝑙2𝑘 = 1
𝑘
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
и 𝑔2𝑘 = 1− 1
𝑒
− ln 𝑘
2𝑒𝑘
− 1
𝑘
(︁
1 + 2
𝑒
− ln(2𝜋)
2𝑒
)︁
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
.
Обозначим через 𝑠 прямую проходящую через точки 𝑔(𝐹2𝑘) и 𝑙(𝐹2𝑘). Совершенно по
аналогичным причинам, как в теореме 7.1, мера ассиметрии 𝑑(𝑔(𝐹2𝑘), 𝑙(𝐹2𝑘)) вычисля-
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ется при помощи леммы 7.1, примененной к точкам (𝑔𝑘, 𝑔2𝑘) и (1
2
, 𝑙2𝑘)
𝑑(𝑔(𝐹2𝑘), 𝑙(𝐹2𝑘)) =
‖𝑔(𝐹2𝑘)− 𝑙(𝐹2𝑘)‖
vol1(𝑠 ∩ 𝐹2𝑘) =
|𝑔𝑘 − 𝑔2𝑘| |1
2
− 𝑙2𝑘|
|𝑔𝑘𝑙2𝑘 − 1
2
𝑔2𝑘| =
=
(︁
1− 1
𝑒
− ln 𝑘
2𝑒𝑘
− 1
𝑛
(︁
1 + 2
𝑒
− ln(2𝜋)
2𝑒
)︁
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀− 𝑔𝑘)︁ (1
2
− 1
𝑘
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀
)
1
2
(︁
1− 1
𝑒
− ln 𝑘
2𝑒𝑘
− 1
𝑛
(︁
1 + 2
𝑒
− ln(2𝜋)
2𝑒
)︁
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀)︁
+ 𝑜
(︀
1
𝑘
)︀ =
= 1− 2
𝑘
− 𝑒
𝑒− 1𝑔
𝑘 + 𝑜
(︂
1
𝑘
)︂
.
Так как 𝑔𝑘 ≍ 1
𝑘
, существуют такие положительные константы 𝐶1 и 𝐶2, что для доста-
точно больших 𝑛 справедлива оценка
1− 𝐶1
𝑘
6 1− 2
𝑘
− 𝑒
𝑒− 1𝑔
𝑘 + 𝑜
(︂
1
𝑘
)︂
= 𝑑(𝑔(𝐹2𝑘), 𝑙(𝐹2𝑘)) 6 1− 𝐶2
𝑘
.
Для случая 𝑛 = 2𝑘 + 1 доказательство утверждения аналогично при помощи кон-
струкции
𝐹2𝑘+1 = 𝐻𝑘−1 × 𝑃𝑘.
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